Wachstum und Zerfall (Jochen Pellatz 2013)

Vorbemerkungen

Das Thema Exponentialfunktionen ist ein eigenstandiges Gebiet in der Mathematik und wird in
der Schule in verschiedenen Stufen unterrichtet. Einfache Exponentialfunktionen (Kapitel 2.3.1)
werden schon in der Mittelstufe behandelt. Hier beispielsweise im Zusammenhang mit der
Zinseszinsrechnung. In der Klasse 11 der gymnasialen Oberstufe oder in der Klasse 12 der
Fachoberschule werden zusdtzlich die e-Funktionen behandelt (Kapitel 2.3.2). Die
Weiterflihrung der e-Funktion im Zusammenhang mit anderen Wachstumsformen (Kapitel 3)
wird dagegen meist nur in Leistungskursen der gymnasialen Oberstufe untersucht.
Wachstumsgeschwindigkeiten, die sich aus der Ableitung von e-Funktionen ergeben gehoren in
das Gebiet der Differentialrechnung, werden dort aber ebenfalls meist nur in Leistungskursen
gelehrt. In Verbindung mit den Ableitungen der e-Funktion stehen die Differentialgleichungen,
die aber meist kein Schulstoff mehr sind, sondern Gegenstand der Ausbildung an der
Universitat. Dennoch bin ich der Meinung, dass derjenige, dessen Interesse einmal flir die
Besonderheit der Exponentialfunktionen geweckt ist, automatisch zu den weiterflihrenden
Fragestellungen gelangt und diese auch mit einigem Flei3 verstehen kann.

1. Einleitung

Als Wachstum bezeichnet man die Zunahme einer MessgroBe innerhalb eines bestimmten Zeitraums.
Im mathematischen Sinne bedeutet dies, dass die WachstumsgréBe eine Funktion der Zeit ist. Als Zerfall
bezeichnet man die Abnahme einer MessgroBe innerhalb eines Zeitraums.

Wenn im Folgenden von Wachstum die Rede ist, ist der Zerfall gleichermaBen gemeint (negatives
Wachstum).

In der Mathematik werden Wachstumsprozesse graphisch durch steigende Graphen dargestellt. Diese
kdnnen linear oder kurvenfdrmig verlaufen.

Schaubild 1: Unterschiedliche Verldufe fiir Wachstums- und Zerfallsprozesse
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2. Mathematische Wachstumsmodelle

2.1 Lineares Wachstum

Beim linearen Wachstum verandert sich der Funktionswert pro Zeiteinheit jeweils um den gleichen
Betrag.

Schaubild 2: lineares Wachstum Beispiel:
|
SOPO
|
25P0 Ein LKW liefert jeden Tag 500 Steine auf eine
| Baustelle.
ZOPO
\
15P0
|
10P0
\
—500
| 0 1 2 3 4 5 6
Funktionsgleichung Erlduterung:
Der Funktionswert nach x Tagen berechnet sich aus
f(x) = 500 x der Multiplikation der taglichen Liefermenge mit der
Zahl der Tage.
Allgemein
a = Zunahme pro Zeiteinheit
f(x)=ax+b b = mdgliche Anfangsmenge
(im Beispiel ist b =0)

2.2 Potenzielles Wachstum

Wachstumsverlaufe ergeben sich auch aus Potenzfunktionen. Diese sind aber eher ungeeignet,
um Wachstumsprozesse im Zeitverlauf darzustellen, da der x-Wert meist eine BestandsgroBe
ist.

Schaubild 3: Potenzielles Wachstum Beispiel:
|
100 ,/ Die Flache eines Kreise ist ergibt sich, indem man den
/ Radius quadriert und mit der Zahl Pi multipliziert
i

4

-390
/’/
//
0 112134 5 6

Funktionsgleichung Erlduterung:
Der aktuelle Ausgangswert wird jeweils mit der
leichen Zahl potenziert.
f(r) = nr2 glel potenzl

%
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2.3 Exponentielles Wachstum

Exponentielles Wachstum liegt vor, wenn der Bestand zum Zeitpunkt x jeweils mit demselben
Faktor multipliziert wird.

2.3.1 Die einfache Exponentialfunktion der Form f(X) =alb*

f (x) = alb”

wobei a = f (0), d. h. der Anfangswert zum

Zeitpunkt 0 und b der Wachstums- oder
Zerfallsfaktor ist.

Allgemein:

Es gilt: Wenn b > 1 > Wachstumsfunktion, wenn b<1 > Zerfallsfunktion

Anwendungsgebiete:

Exponentielle Wachstums- und Zerfallsvorgdnge finden sich sehr haufig in der Biologie
(Zellwachstum), Chemie (Zerfall von Radioaktivitat), Wirtschaft (Verzinsung von Kapital) und vielen
anderen Wissenschaften.

Das Wesen der Exponentialfunktionen:

Exponentielle Wachstumsvorgange entwickeln eine Dynamik, wie sie durch keine anderen
mathematischen Modelle beschrieben werden. Bereits kleine Anfangswerte entwickeln sich oft schon
nach wenigen Perioden explosionsartig. Handelt es sich dabei um Vorgange in Natur und Umwelt, so
ist es wichtig, diese rechtzeitig zu erkennen, um eventuell geeignete MaBnahmen ergreifen zu kénnen.

Schaubild 3: Exponentielles Wachstum Schaubild 4: Exponentielles Wachstum

f(x) = 2% f(x) = 100+1,05*
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Der obige Graph beschreibt die Entwicklung der Der obige Graph beschreibt die Entwicklung eines
Potenzen der Zahl 2. Man erkennt am Verlauf des Kapitals von 100 €, welches mit 5 % pro Jahr verzinst
Graphen die Dynamik, die sich schon nach wenigen wird.
Perioden entwickelt. Die Millionengrenze ist bereits flir | Wirde man die Entwicklung des Kapitals iber 500
x = 20 Uberschritten. Jahre verfolgen, so wiirde man einen Endwert von ca.
4 Billionen € erreicht haben.
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Schaubild 5: Exponentieller Zerfall

f(x) = 0.917*
#1
|
0,‘75
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0 5 110 |15 |20 | 25 | 30 | 35 | 40

Der obige Graph beschreibt den Zerfall eines
radioaktiven Elementes mit einer Halbwertzeit von 8
Tagen.

Schaubild 6: Exponentieller Zerfall
f(x) = 5000 +0,8"

!

—
|

)

2 10 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18

Der obige Graph beschreibt die Wertentwicklung eines
Gegenstandes mit einem Anschaffungswert von 5000
€, der mit 20 % pro Jahr abgeschrieben wird.

Unterschied zum potenziellen Wachstum; Beim potenziellen Wachstum wird der aktuelle x-Wert
potenziert, beim exponentiellen Wachstum wird der vorhergehende Funktionswert mit einer Zahl
multipliziert, um den aktuellen Funktionswert zu erhalten.

Potenzielles Wachstum

Exponentielles Wachstum

f(x) =x"

f(x) = B(x-1) b

B(x) = Bestand zum Zeitpunkt x, b = Wachstumsfaktor

2.3.1.1 Berechnen der einzelnen GroBen der einfachen Exponentialfunktion

Berechnen des Funktionswertes

Ein Kapital von 1000 € wird mit 3 % verzinst.
Auf welchen Betrag ist es nach 5 Jahren
angewachsen?

a=1000, b=1,05 x=5 f(x)=2

10000103 = f (X)

f(x) = 1159,27

Berechnen des Anfangswertes

a=? b=1,05 x=3, f(x)=8682,19

Nach drei Jahren wurde ein Kredit einschlieBlich 5 % 3 _ 3
Zinsen mit 8682,19 € zurlickgezahlt. a D-’OS - 868219 | :105
Wie hoch war der Kredit? a= 7500 €

a=90, b=7? x=30, f(x)=25
Berechnen des Wachstumsfaktors
Eine Flissigkeit kihlt sich innerhalb von 30 Minuten 30 _
von 90 Grad auf 25 Grad ab. 90" =30 | ¥ 0333

Berechne die Zerfallsrate pro Minute.

b=0,964 - 3,6 % pro Minute

Berechnen der Zeit

Wie lange war ein Kredit tGber 3000 €, der mit 4,75%
verzinst wurde, geliehen, wenn er mit 4348,64 €
zurlickgezahlt wurde?

a=3000, b=1,0475 x=7, f(x)=4348,64

300001,0475 =434864 | : 3000

1,0475* = 1,4495 | log
x +log 1,0475 = log 1,4495 | : log 1,0475
x= 8 Jahre
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2.3.2 Wachstum mit der e-Funktion der Form f (X) = alé&

Grundlage dieser Funktion ist die sog. e-Funktion, welche die von Leonard Euler im Jahr 1743
publizierte Zahl e enthalt. Die Zahl e ist ahnllich wie die Kreiszahl Pi eine irrationale Zahl und entspricht
ungefahr dem Wert 2,71828...

Man bezeichnet die die e-Funktion auch als natiirliche Exponentialfunktion.

Die Umrechnung der einfachen Exponentialfunktion in eine e-Funktion erfolgt nach der Formel:
—_ X —_ In(b)X
f (X) —alb o f (X) = ale"® (In ist der Logarithmus zur Basis €)

Welche Bedeutung hat die Zahl e?

Die Entdeckung der Zahl e  basiert auf der Untersuchung der folgenden Fragestellung:
Wenn man einen in der Natur vorkommenden Wachstums- oder Zerfallsprozess mit der einfachen
Exponentialfunktion beschreibt, so geht es beispielsweise darum, dass ein vorhandener Bestand an Bakterien pro
Jahr um 20 % wachst. Danach gdbe es bei einem Ausgangswert von 100 nach einem Jahr 120. In Wahrheit
vermehrt sich der Bakterienbestand aber nicht schlagartig am Ende des Jahres sondern das Wachstum geschihet
sténdig. Man spricht in diesem Fall von natiirlichem Wachstum. Auf dhnliche Weise zerfallen radioaktive Isotope
in einem kontinuierlichen Prozess und nicht nur jeweils am Ende einer Zeitperiode.

Wie wirkt sich nun dieser standige Prozess auf die Entwicklung der Werte der Exponentialfunktion aus? Dazu ein
Beispiel:

Die Verzinsung von Kapital erfolgt jeweils am Jahresende. Wenn man 100 € zu 10 % anlegt, so hat man am Ende
des Jahres 110 €. Geht man nun davon aus, dass das Kapital zweimal im Jahr verzinst wird, so erhdlt man bereits
110,25 €. Nach einem halben Jahr wird der halbe Zinssatz berechnet, so dass man 105 € erhadlt. Dieser erhéhte
Betrag wird dann wieder fiir ein halbes Jahr mit 5 % verzinst, so dass man am Ende des 2. Halbjahres 110,25 € hat.
Jetzt kdnnte man auf die Idee kommen, diesen Vorgang weiter zu betreiben indem man vierteljahrlich oder gar

1
monatlich verzinst. Bei monatlicher Verzinsung kdme man schon auf einen Betrag von 110,47 € (=100[{1+ &)12).
0

Erhdht man die Anzahl der Verzinsungen pro Jahr immer weiter, dann ndhert man sich schon dem standigen oder
natiirlichen Wachstum an. Wirde dann auch der Endbetrag, der sich nach einem Jahr ergibt ins Unendliche
wachsen?
Eine weitere Rechnung fir eine tagliche Verzinsung zeigt, dass dem nicht so ist:

10

Es ergibt sich: 100[(1+%)365= 110,516. Der Betrag wird zwar héher, er scheint aber langsamer zu wachsen.

Tatsachlich zeigt sich, dass auch, wenn die Anzahl der Verzinsungen ins Unendliche gesteigert wird, der Endbetrag
niemals groBer als 110,52 € wird. Trotz weiter steigender Endbetrage, nahert sich dieser Wert einer Grenze an, die
nicht tberschritten wird. Die Zuwachse werden immer kleiner.

Leonard Euler hat gezeigt, dass alle Prozesse, die natirlichem Wachstum unterliegen sich von den einfachen
exponentiellen Wachstumsprozessen durch eine Zahl unterschieden werden kénnen, die etwa den Wert 2,718... hat.
Dieses ist die Zahl e oder die Eulersche Zahl.

Das Ergebnis unseres Beispiels mit einer stetigen Verzinsung kann durch die folgende Rechnung beschrieben

werden: f (X) :100@0’1 =110517. pabei entspricht die Zahl 0,1 im Exponenten dem Zinssatz von 10 %
(10/100 = 0,1).

Verwendung der e-Funktion als Exponentialfunktion:

—_ i
Sehr haufig findet man folgende Schreibweise: f (t) =a @

Wobei a = f(0), d. h. der Anfangswert, t die Zeit und i der Wachstums- bzw. Zerfallsfaktor.
Bei einem Wachstum ist der Wert von i positiv, bei einem Zerfall ist i negativ.

Vergleicht man die e-Funktion mit der einfachen Exponentialfunktion, so erhalt man bei der e-Funktion
dieselben Ergebnisse, wenn man fiir den Wert von i den natiirlichen Logarithmus von b  (In(b) einsetzt.

— X
f(x)=al* f(x) =ale"®™
Leitet man allerdings aus der einfachen Exponentialfunktion eine natirliche Wachstumsfunktion ab, bei
der das stetige Wachstum berticksichtigt wird, so ergibt sich der Wachstumsfaktor i aus b — 1.

&

~
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Beispiel: Eine Alge bedeckt eine Flache von 100 m2 eines Sees und breitet sich um 25 % pro Jahr aus. Welche

Flache wird nach 5 Jahren bedeckt?

Lésung mit der einfachen Exponentialfunktion

100125 = 30518n7

Lésung mit der e-Funktion

1000 "**”® = 30518m?

Beriicksichtigung des nattirlichen Wachstums

100&%% = 34903m?

2.4 Umgang mit der e-Funktion (Verschiedene Beispiele)

Beispiel 1:
Das Bevolkerungswachstum eines Landes ergibt sich
aus folgender Tabelle:

2000
15,0

2004
16,62

2008
18,42

2012
20,41

Jahr
Mio

Wie heiBt die Funktionsgleichung, wenn man von
exponentiellem Wachstum ausgeht?

Ldsung:
a) mit der einfachen Exponentialfunktion

150" = 2041 >b=1,026
f(x) =1501,026'

(jéhrliches Wachstum von 2,6 %)

b) mit der e-Funktion

15@™ =2041  |:15

e’ =13606 In
i+12=In(1,3606) | :12
i = 0,02566
— 0,025646i
f(t) =150
Beispiel 2: Lésung:

Das radioaktive Isotop Jod 131 zerfdllt mit der
Zerfallskonstante i = -0,0866 pro Tag.

Wie viel der Ausgangsmenge von 100 mg ist nach 14
Tagen noch vorhanden?

1000& %8551 = 29 75mg

Beispiel 3:

Ein radioaktives Isotop hat eine Halbwertzeit von 13
Jahren. Wie lange dauert es, bis nur noch 1 % der
Strahlung vorhanden ist?

Lésung:
Die Aufgabe kann auf zwei Arten gelost werden.

Uber die Berechnung der Zerfallskonstante pro Jahr

100&™% =50

- i=-0,0533

100@°%®** =1 |,

-0,0533+t=In(0,01) > t = 86,4 Jahre

Mit dem Zerfallsfaktor 0,5 und der einfachen
Exponentialfunktion

100D5* =1

X = 6,6438 (Einheiten a 13 Jahre)
t = 6,6438 +13 = 86,4 Jahre

Diese Rechnung funktioniert mit der e-Funktion so
nicht, da hier der Einfluss des stetigen Wachstums
nicht berticksichtigt wird.
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3.Verschiedene Wachstumsformen

In der Realitat kénnen auBer dem exponentiellen Wachstum noch andere Wachstumsmodelle beobachtet
werden, die mit Hilfe der e-Funktion dargestellt werden kénnen. Unbeschranktes Wachstum, bei dem die
Zuwachsraten immer gréBer werden, unterliegt in der Realitdt meist natiirlichen Grenzen, die diesem
Prozess Einhalt gebieten. So kann die Population einer Tierart ebenso wenig unbegrenzt steigen wie sich
eine Grippeepidemie unbegrenzt auf die gesamte Menschheit ausdehnen wird.

Dabei werden folgende Formen betrachtet:
> Beschranktes Wachstum und beschrankter Zerfall

» Logistisches Wachstum
> Vergiftetes Wachstum

3.1 Beschranktes Wachstum und beschrankter Zerfall

3.1.1 Beschranktes Wachstum

Das Modell des beschrdnkten Wachstums geht davon aus, dass ein degressiver Wachstumsverlauf
vorliegt, der sich einem Grenzwert ndhert.

—_ —iX
Es gilt folgende Formel: f (X) - b ae wobei b der Grenzwert und a = b — f(0)

Schaubild 7: Beschranktes Wachstum Beispiel:
5
.--“"'"-——--_
4 il In einem Land wird die Verbreitung von
// Navigationsgerdten gemessen. Es wird davon
L~ ausgegangen, dass zu Beginn bereits 1 Mio. Gerdte
1 vorhanden sind. Die Wachstumsrate i wird mit 0,3 pro
-3 /’ Jahr angegeben. Bei einer Menge von 5 Mio. ist die
/| Sattigung erreicht.

00 /1121314156 /7189110

Funktionsgleichung Erlduterung:

f(x) =5-4e°*

b=5Mio,a=5-1=4,i=0,3.
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3.1.2 Beschrankter Zerfall

Das Modell des beschrankten Zerfalls geht davon aus, dass ein degressiver Zerfallsverlauf vorliegt, der
sich einem Grenzwert nahert.

—_ —-iX
Es gilt folgende Formel: f (X) - b + ae wobei b der Grenzwert und a = f(0) — b

Schaubild 8: Beschrankter Zerfall Beispiel:
,;70
\
,60 \
A
,‘59 Eine Tasse Tee kuhlt sich von einer Anfangstemperatur
| \ von 70 Grad auf die Zimmertemperatur von 22 Grad
40 ab. Die Abnahme wird mit dem Faktor 0,1 pro Minute
| beschrieben
\
-30

| ™~

\ —
,‘20

\
-10

0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
Funktionsgleichung Erlduterungen

— —0,1x
f(X)=22+48e b=22,a=70-22=48,i=0,1

3.1.3 Berechnen des Wachstumsfaktors i

In den obigen Beispielen wurde der Faktor i als bekannt vorausgesetzt. Wie aber kann man diesen selber
bestimmen? Dazu bendétigt man nicht nur den Grenzwert und den Anfangswert, sondern auch noch einen
zusatzlichen Messwert. Dieser wird dann zusammen mit allen anderen bekannten GréBen in die Formel
eingesetzt und diese nach i aufgeldst.

Beispiel Losung

Fir eine 80 Grad heiBe Sauna wird ein Eimer Wasser | Wir kennen folgende GréBen b = 80, a = 60 (80 — 20)
mit einer Temperatur von 20 Grad aus Aufgusseimer | und f(20) = 35. Es wird eingesetzt.
bereitgestellt. Nach 20 Minuten betragt die Temperatur

des Wassers in dem Eimer 35 Grad. _ —iR20 _
Wie lautet die Funktion fiir das beschrankte 80-60e =35 | -80 und | :(-60)

Wachstum? —i20 _
e “ =075 I
-i+20=In(0,75) | : (-20)
i =0,01438

%
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3.2 Logistisches Wachstum

In diesem Modell wird das exponentielle Wachstum mit dem beschrankten Wachstum kombiniert.
Zunachst beginnt eine Wachstumsphase, welche zu einem zunehmenden Wachstum fiihrt, dann beginnt
das Wachstum abzunehmen und nahert sich einem Grenzwert.

Diese Art des Wachstums liegt bei vielen Populationsentwicklungen vor.

F(x) = alb
Es gilt folgende Formel: a+ (b _ a) g1 BX wobei b der Grenzwert

und a = f(0) und f(0) >=1 ist

Schaubild 9: Logistisches Wachstum Beispiel
50 In einem begrenztem Lebensraum leben 2 Lebewesen,
die sich nach Ablauf einer Zeiteinheit teilen. Die so
P Entstandenen teilen sich wieder nach einer Zeiteinheit

) USW.

/ Nach einer Weile wird der Lebensraum knapp, so dass
7 sich nicht mehr alle Lebewesen teilen. Im weiteren
30 Zeitablauf teilen sich immer weniger, so dass die

Population immer langsamer wachst und irgendwann
eine Grenze erreicht hat.

2 / Zet |0 ] 1]2]3]4]5] 6
V4 Anzahl 2 | 4|18 16|26 |34| 40
10 /|
/// Nehmen wir an, die Grenze liege bei einer Anzahl von
[T 46.
--—‘/

Of 1123 4156718910

Funktionsgleichung Erlauterungen
a = 2, b = 46, der Faktor i ist entweder bekannt oder
_ 246 kann durch Einsetzen eines Funktionswertes in die
(x) = 2+ (46-2)e” 00178@6X Formel errechnet werden.
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3.2.1 Alilgemeine Berechnung des Faktors i

In 3.1.3 wurde gezeigt, wie man den Wachstums- bzw. Zerfallsfaktor einer beschrankten
Exponentialfunktion durch Einsetzen eines Funktionswertes berechnen kann. Dieses ist auf die gleiche Art
auch fiir das logistische Wachstum méglich. In einer etwas komplexen Rechnung soll dies auf allgemeine
Art gezeigt werden, damit man eine Formel fir i erhalt.

Umstellen der Gleichung des logistischen Wachstums nach i
Ausgang ist die folgende Gleichung: Die Werte fiir x und f(x) sind bekannt
alb | : (a+b) und Kehrwert
oy = 1(X)
at(b—-a)e
5 ab | -a
a+(b-a)e’™ =——
f(x)
» alb | a Ausklammern
(b-a)e™™ =—-
f(x)
—i [BX b
(b-a)e™ =a(——-1) | : (b-a)
f(x)
. a b
™=~ (—-1) | Logarithmieren
b-a f(x)
: a b
~ibX=In| ——(——-1) | (-b+x)
b-a f(x)
b Dies ist die gesuchte allgemeine
In a ( _1) Formel fir den Faktor i, der den
. b-a f(x) Kurvenverlauf der logistischen
== bk Exponential-funktion beschreibt

Beispiel
Es wird in obige Formel eingesetzt

Die Bevolkerung eines Landes betragt 10 25
zu Beginn 10 Mio. Sie wéchst zunéchst In =—=-2
exponentiell und dann degressiv bis zu 25-10 15

einem Hochstwert von 25 Mio. Nach 10 - 25110
Jahren betragt die Anzahl 15 Mio. :
i =-0,0032437

Es soll die Gleichung fiir das logistische | Die Funktionsgleichung lautet damit:

Wachstum bestimmt werden und der
Graph gezeichnet werden. f (X) — 10025
10+ (25_10)e—0,003243m55t
Schaubild 10 o5
| ——
20
|
15
|
-1Q
0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
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3.2 Vergiftetes Wachstum

Vergiftetes Wachstum liegt vor, wenn eine Entwicklung zunachst progressiv exponentiell
verlduft, dann in ein degressives Wachstum {ibergeht, um nach Uberschreiten eines
Maximalbestandes in einen negativen Prozess (iberzugehen, der die Entwicklung umkehrt, und
schlieBlich zum Aussterben des Bestandes zu fuhrt.

i (X) - a @g&—om&z

Es gilt folgende Formel:

Die einzelnen Parameter haben folgende Bedeutung:
a = Anfangswert

g = die Wachstums- oder Geburtenrate

s = die Sterbe- oder Vergiftungsrate

Ein typisches Beispiel fir vergiftetes Wachstum ist der Verlauf einer Epidemie. Wahrend sich die
Anzahl der Erkrankten zu Beginn exponentiell ausweitet, kommt es nach einiger Zeit zu einem
Sinken der Neuerkrankten und schlieBlich zu einem Abflauen der Epidemie.

Schaubild 11: Vergiftetes Wachstum Beispiel

s Der Graph kénnte den Verlauf einer Grippe-epidemie
4 \ zeigen. Auf der x-Achse wird die Zeit in Wochen
3000 / dargestellt, auf der y-Achse die Zahl der Erkrankten.

/ \ Zu Beginn sind 100 Personen erkrankt. Bis etwa zur
y \ 14. Woche steigt die Zahl der Erkrankten zunachst
| exponentiell, dann abnehmend an. Ab der 14. Woche
2000 / \

beginnt der Rickgang, der schlieBlich zu einer
/ \ Wiedergenesung aller Erkrankten fihrt.

1000 N

A N
) 0 5 10 15 20 25

Funktionsgleichung Hinweis

— 2 Tatsachlich findet niemals ein Rickgang der

f (X) = 100@0’6& O Funktionswerte auf den Wert 0 statt, da der Graph

sich der x-Achse nur nahert. Da man normalerweise

aber nur ganzzahlige Funktionswerte betrachtet, kann

a=100,9=0,6,s=0,05 man davon ausgehen, dass das Ende erreicht ist,
wenn die Funktionswerte kleiner als 1 werden.
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4. Wachstumsraten (momentane Anderungsrate)

Die momentane Anderungsrate gibt die Wachstumsgeschwindigkeit einer Wachstumsfunktion
zu einem bestimmten Zeitpunkt an. Dies entspricht der Steigung des Graphen der
Exponentialfunktion an einer bestimmten Stelle. In der Differentialrechnung wird diese durch
die 1. Ableitung ausgedriickt. Graphisch kann man die Wachstumsgeschwindigkeit durch die
Tangente am der gesuchten Stelle des Graphen darstellen. Die Steigung der Tangente
entspricht dann der momentanen Anderungsrate.

4.1. Wachstumsrate bei linearem Wachstum

Bei linearem Wachstum ist die Wachstumsrate stets konstant. Pro Zeiteinheit wachsen (oder
zerfallen) die Werte jeweils um den gleichen Betrag.

Es ist zu beachten, dass allerdings die prozentuale Verdanderung aufgrund des jeweils
veranderten Grundwertes entweder steigt oder sinkt (bei Zerfall).

Schaubild 12: Wachstum der linearen Funktion Erlauterung

-10 Funktionsgleichung
-8 f(x)=05x+5
+6

Die Wachstumsrate betrédgt an jeder Stelle 0,5.

|
[
N

Zwischen 1 und 2 betragt der Zuwachs 0,5, das
T2 entspricht 50 %.

Zwischen 5 und 6 betragt der Zuwachs ebenfalls 0,5,
das entspricht aber nur noch 10 %.

0 2 4 6 8 10

4.2 Wachstumsrate der einfachen e-Funktion

Bei der Untersuchung der Wachstumsraten von Exponentialfunktionen konzentrieren wir und
auf die e-Funktionen, weil diese sich besonders flir die Untersuchung von
Wachstumsveranderungen eignen.

Wie bereits dargestellt, wird die Wachstumsrate durch die 1. Ableitung der Funktion
ausgedrickt. Diese entspricht der Steigung der Funktion an der Stelle x.

Schaubild 13: Steigung der e-Funktion Erlauterung
|
25 /I Bei der e-Funktion nimmt die Wachstumsrate stetig zu,
| wie an der Steigung der beiden eingezeichneten
*|20 Tangenten zu erkennen ist.
|
[
-10 //
1 5 //
_————//
(o] 1 2 3
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Um die Ableitung der e-Funktion an einer Stelle x zu berechnen, betrachten wir den Grenzwert
des Differenzenquotienten fiir h - 0.

Zwei Punkte haben die Koordinaten P; (x / €) und P, (x+h / €*"). Dann ergibt sich folgender
Rechenweg:

Ableitung der e-Funktion

Die Werte fiir x und f(x) sind bekannt

xth _ AX

_e e :
m= m | et Zerlegen
h
m= e’ e | - Ausklammern
h
e (eh 1) | € vor den Bruch ziehen

h

Mit dem Taschenrechner lasst sich zeigen, dass
h

der Ausdruck den Grenzwert 1 hat, wenn h > 0

Damit gilt: Die Ableitung von e ist wieder e

Im Folgenden kann also immer davon ausgegangen werden, dass die Ableitung von €* identisch
ist mit der Stammfunktion.

4.3 Wachstumsrate der natiirlichen Exponentialfunktion

. — b
Die momentane Anderungsrate der nattirlichen Exponentialfunktion f (X) —ale

wird durch die 1. Ableitung ausgedriickt. Da hier der Exponent die ,innere' Funktion darstellt,
wird die Ableitung mit der Kettenregel durchgefiihrt.

bX
Dabei gilt der Term a (& als ,duBere Funktion'. Aufgrund der Kettenregel (duBere x innere

Ableitung ist T'(X) = alb [&™ oder auch f '(X) =bL¥ (x)

Beispiel Loésung

— 0,25
Eine Algenpopulation mit einem Anfangsbestand von f (X) - 100@3
100 vermehrt sich mit einem Wachstumsfaktor von b
= 0,25 pro Tag. Wie hoch ist die Wachstums-

geschwindigkeit am 5. Tag? f '(X) = :I.OOED,Z&OZSDt = 2&025&

f'(5) = 250%™ =8725

D. h. die momentane Wachstumsgeschwindigkeit zum
Zeitpunkt 5 betragt ca. 87 Einheiten.

Oder: der Graph der Exponentialfunktion hat an der
Stelle x = 5 den Anstieg 87,25
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4.4 Wachstumsrate bei beschranktem Wachstum

Die Ableitung der beschrankten Wachstums-oder Zerfallsfunktion unterscheidet sich nicht von
der natilrlichen Exponentialfunktion, da die Konstante in der Funktionsgleichung bei der
Ableitung wedfallt.

Beispiel Losungsweg

Ein  beschrankter  Zerfallsprozess mit einem | Die Ableitung der Funktion ist
Anfangsbestand von 10 und einer Grenze von 2

verlauft nach der Funktionsgleichung f 1 (X) - _ 1,6 E—O,zﬁt
— —(0,2% -
f(x)=2+8&
1 —
Die Zeit wird in Stunden gemessen. f (X) - _0;1 da die Zerfallsrate 0,1 sein soll.
Nach Ablauf welcher Zeit ist die Zerfallsrate unter 10 -02X _
% gesunken? - 1,6 (& = —0,1 | : (-1,6)
. -0,2X _
Schaubild 14: Verlauf des Graphen e = 0,0625 | In
10 -0,2x = In 0,0625 | : (-0,2)
I8 \\ x = 13,86
\\ Nach knapp 14 Stunden ist die Zerfallsrate unter 10 %
+6 N gesunken
\\
4 \\\
| f 1 — _F @ @—H}
12 — (X) =i
0 4 8 12 16 | 20 | 24 | =

4.5 Wachstumsrate bei logistischem Wachstum

alb
Die erste Ableitung der logistischen Wachstumsfunktion f (X) = .y lautet:
g g a+ (b _ a)e i B

fr(x) =i Db OF (X) —i I (X)2.
Das sieht nicht gerade einfach aus. Deshalb ein kleines Beispiel:
Beispiel Losungsweg
Die Beschleunigung eines Fahrzeugs wird durch Fir x wird der Wert 10 eingesetzt.

400

die logistische Funktion f (x) = 1+ 2000 0003 400

— =032
ausgedriickt. Dabei beschleunigt das Fahrzeug | 1+ 40Qe™ 900240010
zunachst und wird danach allmahlich wieder langsamer | Nach 10 Sekunden hat das Fahrzeug 93,2 m

zuriickgelegt.
Berechne die Geschwindigkeit des Fahrzeugs nach 10 | Dieser Wert wird in die obige 1. Ableitung eingesetzt.
Sekunden. Es ergibt sich:

f'(x) = 0,0012 [#00 03,2 - 0,0012 [(93,2)°
= 34,31 Dies ist der Wert in m pro Sekunde
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4.5.1 Der Wendepunkt der logistischen Wachstumsfunktion

Eine logistische Wachstumsfunktion hat immer einen Wendepunkt, der den Ubergang vom
progressiven zum degressiven Wachstum darstellt. An dieser Stelle ist die Wachstumsrate am
groBten (siehe Eigenschaften von Wendepunkten in der Differentialrechnung). Normalerweise
findet man den Wendepunkt, indem man die 2. Ableitung bildet und diese gleich 0 setzt. Bei der
logistischen Funktion liegt der Wendepunkt allerdings immer an der gleichen Stelle, namlich bei
der Halfte des Grenzwertes (0,5+b). Mit dieser Information kann man nun entweder den
dazugehdrigen x-Wert ausrechnen, indem man die Funktionsgleichung der logistischen Funktion
nach x auflost oder das MaB3 der groBten Steigung ermitteln, indem man in die 1. Ableitung
einsetzt.

Beispiel Losungsweg

Die Entwicklung der Population wird durch die | Im Wendepunkt muss gelten f(x) = 1750.

: 3500 Daraus folgt:
Gleichung f(x) = — 3500
1+165e ™ — =1750 mit x = 9,36
ausgedriickt. Der Grenzwert der Population betragt 1+165e ™

3500.

Nach 9,36 Zeiteinheiten ist das Wachstum am gréBten.
Berechne den Zeitpunkt, in dem das Wachstum am

groBten ist.
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5. Losen von Differentialgleichungen

In einer Differentialgleichung kommen Ableitungen und Funktionen vor. Die Ldsung einer
Differentialgleichung ist nicht eine Zahl sondern eine Funktion.

Differentialgleichungen beschreiben das Anderungsverhalten eines Bestandes zu einem
bestimmten Zeitpunkt x.

5.1 Differentialgleichung bei exponentiellem Wachstum (Zerfall)

In Kapitle 4.3 wurde die Ableitung der Exponentialfunktion mit f'(X) =b[f (X) beschrieben.
Eine Differentialgleichung flr die Exponentialfunktion kann folgendermaBen aussehen:
1 — — bX
f'(X) =bIF(X)| wobei git: T(x)=ale
Man erkennt, dass die Wachstumsrate proportional (Faktor b) zum jeweiligen Bestand ist.
Mit Hilfe einer Differentialgleichung kann nun beispielsweise die Funktionsgleichung bestimmt

werden, wenn der Bestand zu einem Zeitpunkt und die Anderungsrate in diesem Punkt bekannt
ist.

Beispiel 1: Losungsweg

Gegeben ist die Differentialgleichung Die Losung ist die gesuchte Funktion fiir f(x).

— 0,2x
£'(x) = 02CF () . Besti die L Es muss gelten: T (X) —ale
’ - bestimme cle Losung, wenn Dies sind zundchst alle  Losungen  der

auBerdem bekannt ist, dass f(10) = 6. Differentialgleichung. Um den Anfangswert a zu
finden, missen die Koordinaten des bekannten

— 0,210
Punktes eingesetzt werden. 6=alé
Daraus folgt: a = 6: e2 = 0,812

Losung: T (X) = 0,812[&%%*

Beispiel 2: (Wachstum) Léosungsweg

Der Bestand einer Nahrlésung wachst exponentiell. Gegeben: f* (x) = 1160 und f(20)=8222.
Nach 20 Stunden betrdgt der Bestand 8222.
Die momentane Wachstumsrate zu diesem Zeitpunkt | Ansatz: 1160 = b 8222 -> b = 0,141
betragt 1160.

Dann gilt: A @0141[20 =8222 5 a=490
f (X) = 490[2%H%

Nach wie vielen Stunden ist der Bestand auf 1 Mio. 490@01413 =1000000

angewachsen? s
e =20408 lIn
x = 54 Nach ca. 54 Stunden

Beispiel 3. (Zerfall) Losungsweg

Der Zerfall eines chemischen Elements verlauft | Gegeben: f* (x) = -731,1 und f(5) = 3276.8
exponentiell. Nach 5 Tagen ist betragt der Bestand | Ansatz: -731,1 =b : 3276,8 > b = -0,2231
3276,8 EH. Die momentane Zerfallsrate betragt 731,2. - 022315 _

g Dann gilt ale =32768> a=10000

Bestimme die  Funktionsgleichung und den | Der Anfangswert betrégt 10 000 und die Funktions-
Ausgangswert. — — 02231k
Gleichung lautet T (X) =10000¢
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5.2 Differentialgleichung bei beschranktem Wachstum (Zerfall)

In Kapitle 4.4 wurde die Ableitung der Exponentialfunktion mit f'(X) =b[f (X) beschrieben.

Die Differentialgleichung fiir das beschranktes Wachstum lautet:

' (x) =k b-f (x)

wobei gilt: f (X) =b-a @—k[&

Die Differentialgleichung flir den beschrankten Zerfall lautet ebenso wie oben:

' (x) =k [{b— T (X))

b = Sattigungsgrenze und a = b —f(0)

wobei gilt: f (X) =b+ a@—k[&

Der Term b — f(x) wird als Sattigungsmanko bezeichnet.

Das Zustandekommen dieser Differentialgleichung soll anhand eines Beispiels gezeigt werden:

Beispiel 1:

Angenommen, ein Bevodlkerungswachstum wird durch
die beschrankte Wachstumsfunktion

f (X) =10-6 E—O,OSIR dargestellt.

Dann lautet die 1. Ableitung:
f'(x) = —005[(-6) [& ™

Wie lautet die Differentialgleichung, die einen
Zusammenhang zwischen f(x) und f* (x) darstellt?

Losungsweg

wenn git: (X)) =10—60&°"™ dann git
auch: 10— f (X) = 6|}—0,05IR

Somit gilt auch:

f*(x) = 0,05 (10 —f(x)

oder allgemein:

f* () =k (b-f(x)

Beispiel 2: (Wachstum)

Ein Glas Wasser wird mit einer Temperatur von 5 Grad
aus dem Kiihlschrank entnommen. Nach 20 Minuten

hat es sich auf 18 Grad aufgewarmt. Die
Zimmertemperatur betragt 22 Grad.
Stelle die Differentialgleichung der beschrankten

Wachstumsfunktion auf.

Berechne die momentane Erwarmungsrate nach 20
Minuten.

Losungsweg

Es wird folgende Gleichung aufgestellt:

22-17& 20 =18

Nach Umstellen ist k = 0,0723459

f (X) =22-17 @—0,072345QR .
20— f (X) =17 @—0,072345W

Nach obiger Formel ist dann:

f* (x)=0,0723459 (22 - f(x))

f* (20) = 0,0723459 (22 — 18 ) = 0,289 Grad
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Beispiel 3: (Zerfall)

Ein beschrankter Zerfallsprozess weist an der Stelle 10
eine momentane Anderungsrate von -0,2165 auf.

Wie lautet die Funktionsgleichung, wenn das
Sattigungsmanko zu diesem Zeitpunkt bei -1,0826 und
die Sattigungsgrenze bei 2 liegt?

Losungsweg

Es gilt:
-0,2165 =i (-1,0826) —>i=0,2
Damit gilt:

-0,2165 = 0,2 ( -a -e%2'19

-0,2165=-0,2a-€ | : (-0,2)
1,0825 = a-e? | In
In1,0825 =1Ina-2 | +2
2,0792 =Ina >a=8

pamitist T (X) =2+8@& %"

6. Spezielle Aufgabenstellungen

Die beiden folgenden Aufgaben sind Teile von Abituraufgaben fiir Leistungskurse in Hessen.

Schaubild 15

Aufgabe 1: Medikamentenkonzentration

4 — —0,51X
#fy //-\ Durch die Funktion f (X) =20x[&
2,5 wird die Konzentration eines Medikamentes im Blut
} eines Patienten beschrieben (x in Stunden, f(x) in mg
10 // pro Liter).
|
7\ . Es sind folgende Aufgaben zu l6sen:
, 1. Wann erreicht die Konzentration den hdchsten
-5 Wert?
l AN 2. Zu welchem Zeitpunkt wird das Medikament am
25 I starksten abgebaut?
’ l I~ 3. Wie groB ist zum Zeitpunkt 4 die momentane
. T — Anderungsrate?
0 11213145617 8191 1]10% Wie hoch ist die mittlere Konzentration innerhalb
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ der ersten 12 Stunden?
Ldsungsweg
1. Ableitung mit der Produktregel und Kettenregel f'(X)=u V', + u‘ v
u=20x u'=20, v=e"> v'=-0,5e">
f‘(x)=20x(-0,525e'°'5x +20e 0% > f(x) = e *¥(20-10x)
f“(x) = €%>*(-20 + 5x)
e?%(20-10x)=0 - gilt fiir x = 2 nach Satz vom Nullprodukt
f“(2) = - 22 also Maximum bei (2/14,715)
2. f“(x) =0 > x =4, nach dem Satz vom Nullprodukt
3. f(4)=-2,706

Das Integral wird mit Hilfe der partiellen Integration

Es muss die Flache unter der Kurve zwischen 0 und 12 berechnet werden.

gebildet:
12

12 12 12 1

fuw=[umfg - [um > [20xe = [20x B @‘O’SX} - [-40e>
0 0 0 - 05 )

[- 40xe05122 —[-80e05)22] = ~560e® +80= 655
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Schaubild 16 Aufgabe 2 Funktionenschar

/»-f =~ Durch die Funktion f (X) = (k = X) @X

— ~ ird eine Funktionenschar beschrieben.
4 v N wird eine Funkti r ri

rd Es sind folgende Aufgaben zu |6sen:
/ \ g

-3 -
T \ 1. Untersuchen Sie Nullstellen, Extremwerte und
~N \ Wendepunkte
2. Bestimmen Sie die Gleichung der Ortskurve aller
\ \ Hochpunkte der Funktionenschar.
3. Zeigen Sie, dass sich alle Tangenten, die im
\ \ jeweiligen Schnittpunkt mit der y-Achse an die
\ \ Graphen angelegt werden, sich in einem Punkt
schneiden.
4. Berechnen Sie die Flache, die von der Funktion
0 05 1 15 2 mit k = 1 im 2. Quadranten eingeschlossen wird.

1 \ \

LOsungsweg

-

="

1. Ableitung mit der Produktregel und Kettenregel f(x)=u Vv, +u‘'v
u=k—x u'=-1 v=e* v=¢"
f(x) = (k- x)e* - =e’k—x-1) Die erste Ableitung ist also selbst eine Kurve der Schar
fr () =e(k—x—-2), ) =e(k—-x-3) usw.fiir weitere Ableitungen

Nullstellen: (k—x)e*=0 > x=k N(k/0)
Extremwerte: e (k—x—1)=0 > x=k-1 f(k-1)<0 HP(k-1/€")
Wendepunkt: € (k—x—-2)=0 > x=k-2 f“(k-2) nicht0 WP(k-2/2€")

2. Hochpunkt nach k auflésen: k = x + 1 Einsetzen in Funktionsgleichung
f(x) = (x + 1 —x)e* = e* (Gleichung der Ortskurve)
3. Ableitung im Punkt 0 f(0)=e’k—0-1)=k-1
Funktionswert f(0) = (k — 0) e° = k
tx)=mx+b > (k=-1)*0+b > k=b
tx)=(k=1)x+k
Um zu prifen, ob diese Tangenten sich fur alle Werte von k schneiden, kann man dies fir zwei Werte von k
untersuchen indem man die Tangentenfunktionen gleich setzt.
Z.B.kl1=k undk2=k+1
(k-1)x+k=(k+21-1)x+k+1 > kx—-x+k=kx+k+1 >x=-1
Da in der Lésung k nicht vorkommt, gilt diese Lésung fiir alle k
t-1)=(k—=1)(-1) +k=-k+1+ k=1
Der gemeinsame Schnittpunkt aller Tangenten in x = 0 liegt also bei (-1 / 1)
4. Furk=1gilt f(x) = (1-x) € Damitist die Stammfunktion F(x) =(2 — x) e*
Die Integra{ionsgrenze wird durch die Nullstelle bestimmt, die bei x = 1 liegt.

Dann gilt: j L-xe* =[(2-xeT, - (2-1)e! - (2-0)e’ = e —2=0,718
0

So, das war’s. Mehr fallt mir im Moment nicht zu dem Thema ein.
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